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Resume. — Le but de ce texte est d'introduire une variante homotopiquc de la 
notion de carre exact, etudiee par Rene Guitart, et d'expliquer le rapport de cette 
generalisation avec la theorie des derivateurs. 

Abstract (Homotopical exact squares and derivators). — The aim of this 
paper is to generalize in a homotopical framework the notion of exact square intro- 
duced by Rene Guitart, and explain the relationship between this generalization and 
the theory of derivators. 
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Introduction 

Cet article est consacre a une generalisation homotopique de la notion de carre 
exact de Guitart [121 IT3l H4l IT5l fT6l [T7] . Si A est une petite categorie, on note A 
la categorie des prefaisceaux d'ensembles sur A, et si u : A — ¥ B est un foncteur entre 
petites categories, on note u* le foncteur image inverse par it. 

u* : B — ¥ A , F \ — > Fu 

Le foncteur u* admet un adjoint a gauche u, : A — ¥ B, et un adjoint a droite 
: A — ¥ B. Pour tout carre dans la 2-categorie des petites categories 



V 



consistant en la donnee de quatre petites categories A, B, A' , B', de quatre foncteurs 
u : A — ¥ B, u' : A' — ¥ B' , v : A' — ¥ A, w : B' —¥ B, et d'un morphisme de foncteurs 
a : uv — ¥ wu' , on a des morphismes de « changement de base » 

c-p : w*u 1t — ¥ u'^v* et c' v : v,u'* — > u*wi , 

transposes l'un de l'autre. Le carre T> est exact au sens de Guitart si l'un de ses 
morphismes de foncteurs (done les deux) est un isomorphisme. 

Pour toute categorie C, et toute petite categorie A, on note C{A) la categorie des 
prefaisceaux sur A a valeurs dans C (categorie des foncteurs de la categorie opposee A° 
de A, vers C), de sorte que si Ens designe la categorie des ensembles, alors A = £ns(A). 
Un morphisme u : A — > B de Cat (la categorie des petites categories) definit un 
foncteur image inverse u* c : C{B) — ¥ C(A), note plus simplement u*, quand aucune 
confusion n'en resulte. Si la categorie C est complete (resp. cocomplete), alors le 
foncteur u* admet un adjoint a droite w„ = : C(A) — ¥ C(B) (resp. un adjoint 
a gauche u, = uf : C(A) — ¥ C(B)), et si le carre V ci-dessus est exact au sens de 
Guitart, le morphisme de changement de base 

Cp : w c o ¥ o v c (resp. of, : v\ o u c ¥ u c o w\ ) 

est un isomorphisme. 

Soit C une categorie de modeles de Quillen [27] complete et cocomplete. Pour toute 
petite categorie A, on note Dc(^4), ou plus simplement B(A), la categorie homoto- 
pique de C{A), localisation de C{A) par les equivalences faibles argument par argu- 
ment. Pour tout morphisme u : A — ¥ B de Cat, le foncteur u* — u^, : C(B) — ¥ C(A) 
respecte les equivalences faibles argument par argument, et induit done par locali- 
sation un foncteur u* = Up : 3(B) — ¥ U)(A). Ce foncteur admet un adjoint a droite 
u^=u® : 10(A) -> B(B), et un adjoint a gauche u, = uf : B(A) -> B(B) [2], [7]. 
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On dit que le carre T> ci-dessus est homotopiquement exact (pour la categorie de 
modeles C) si les morphismes de changement de base (transposes l'un de l'autre) 

D * D , rO * i. IB B I* , * D 

dp : w a o u" — > u" o v n et cJg : v" o u a — > u B o w" 

sont des isomorphismes. On demontre que cette notion depend assez peu de la 
categorie de modeles C. De fagon plus precise, elle ne depend que de la classe Wc 
des Heches u : A — » B de Cat induisant, pour tout objet X de C, un isomorphisme 
holing X — » holing X de la colimite homotopique du foncteur constant de valeur X 
indexe par A, vers celle de celui indexe par B. La classe Wc satisfait les proprietes 
de ce que Grothendieck appelle un localisateur fondamental |10j . |25j . Ainsi, 

les localisateurs fondamentaux fournissent un cadre naturel pour definir la notion de 
carre exact homotopique. 

Le foncteur D = Be qu'on vient d'associer a une categorie de modeles de Quillen 
complete et cocomplete C 

A i — > IS (A) , u I — > uo 

s'etend facilement aux transformations naturelles, definissant ainsi un derivateur de 
Grothendieck [2] . Un derivateur est un 2-foncteur contravariant de la 2-categorie des 
petites categories vers celle des categories (non necessairement petites), satisfaisant 
une liste d'axiomes [10] . |24j . Le concept de derivateur a ete introduit par Gro- 
thendieck comme l'objet principal de l'algebre homotopique, les categories de modeles 
jouant le meme role vis-a-vis des derivateurs que les presentations par generateurs et 
relations vis-a-vis des groupes. Des notions proches de celle de derivateur ont ete 
etudiees par Heller [HI [HI [20l [21], Keller [23] et Franke [§]. Les principals appli- 
cations de la theorie des carres exacts homotopiques se situent dans la problematique 
des derivateurs, ou les proprietes de changement de base, analogues a celles des mor- 
phismes propres ou lisses en geometrie algebrique [TJ exposes 12, 13 et 16], jouent 
un role capital. Un des buts du present article est de montrer l'enchamement du 
formalisme des derivateurs avec celui des carres exacts homotopiques. 

Dans la premiere section, on rappelle la definition d'un localisateur fondamental et 
des nombreuses notions qui lui sont attachees, et on presente les principaux exemples 
de localisateurs fondamentaux. Dans la deuxieme section, on associe, a chaque locali- 
sateur fondamental, une notion de carre exact, et on explique comment retrouver le cas 
particulier des carres exacts de Guitart. On demontre, de fagon elementaire, les pro- 
prietes les plus importantes des carres exacts. En particulier, on obtient que pour tout 
localisateur fondamental, les carres comma ainsi que les carres de Beck-Chevalley sont 
exacts. En revanche, contrairement au cas des carres exacts de Guitart, les carres co- 
comma ne sont pas en general exacts. On etudie le rapport de la notion de carre exact 
avec celle de foncteur propre ou lisse, introduite par Grothendieck [10] . [11] . [25] . [26 . 
Enhn, on introduit une tres legere variante de la notion de carre exact, celle de carre 
exact faible, qui apparait naturellement dans la theorie des derivateurs. 
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La troisieme section est consacree aux structures definies sur la 2-categorie des 
petites categories par la donnee d'une classe de carres, qu'on appellera carres exacts, 
satisfaisant a divers proprietes de stabilite et de non trivialite ou < d'initialisation >. 
On caracterise la classe des carres exacts homotopiques comme la plus petite classe 
de carres satisfaisant a toutes ces proprietes, et on obtient, en particulier, une ca- 
racterisation analogue de la classe des carres exacts de Guitart. Par ailleurs, on 
demontre, a l'aide de manipulations « geometriques > de carres, des lemmes utiles a 
la theorie des derivateurs. 

Le but de la derniere section est de presenter la theorie des derivateurs du 
point de vue des carres exacts homotopiques. On montre que la plupart des 
resultats elementaires sur les derivateurs, demontres par Grothcndieck dans 
sont consequences des proprietes formelles des structures de carres exacts, et des 
proprietes des carres exacts homotopiques. Inversement, ces proprietes prennent tout 
leur sens sous l'eclairage des derivateurs. On s'applique a isoler soigneusement ceux 
parmi les axiomes des derivateurs utiles pour chaque enonce, ce qui s'avere crucial 
pour les applications, vu que souvent dans les exemples une partie seulement de ces 
axiomes est satisfaite. 

1. Rappels sur les localisateurs fondamentaux 
et les notions qui en decoulent 

1.1. - La definition des localisateurs fondamentaux. On note Cat la. categorie 
des petites categories, et e la categorie ponctuelle, objet final de Cat. On dit qu'une 
partie W de Fl (Cat) est faiblement saturee si elle satisfait aux conditions suivantes : 

FS1 Les identites sont dans W. 

FS2 Si deux des trois fleches d'un triangle commutatif sont dans W, il en est de 

meme de la troisieme. 
FS3 Si i : A 1 — > A et r : A — > A' sont deux morphismes de Cat tels que ri = 1 A ,, et 

si ir est dans W, il en est de meme de r. 

On rappelle qu'un localisateur fondamental [10] , [llj , |25) est une classe W de fleches 
de Cat satisfaisant aux conditions suivantes : 

LA La partie W de Fl (Cat) est faiblement saturee. 

LB Si A est une petite categorie admettant un objet final, alors A — > e est dans W. 
LC Si 



A 




D 



C 

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur 
u/c ■ A/ c — » B/ c induit par u est dans W, alors u est dans W. 
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On dit que la classe des fleches W est un localisateur fondamental faible si elle satisfait 
aux conditions LA et LB, et a la condition LC seulement pour C = B et w = 1 B , 
autrement dit a la condition : 

LCf Si u : A — > B est un morphisme de Cat, et si pour tout objet b de B, le foncteur 
Aj\, — > B/b induit par u est dans W, alors u est dans W. 

Les elements de W s'appellent des W '-equivalences, ou equivalences faibles, quand 
aucune ambigui'te n'en resulte. 

1.2. — Exemples de localisateurs fondamentaux. II existe de nombreux 
exemples de localisateurs fondamentaux. 

1.2.1. — Le localisateur fondamental Woo- Le localisateur fondamental le plus 
important est celui des equivalences faibles usuelles de Cat, classe des foncteurs entre 
petites categories dont l'image par le foncteur nerf est une equivalence faible sim- 
pliciale, autrement dit, un morphisme d'ensembles simpliciaux dont la realisation 
topologique est une equivalence d'homotopie. II sera note Woo, et ses elements seront 
souvent appeles des oo- equivalences. Le fait que Woo est un localisateur fondamental 
faible resulte directement du theoreme A de Quillen |28j , qui n'est autre que la condi- 
tion LCf. La preuve de Quillen s'adapte facilement pour montrer la condition plus 
forte LC, qui est une version relative du theoreme A ]3, theoreme 2.1.13], et Cisinski 
demontre que Woo est le plus petit localisateur fondamental [3l theoreme 2.2.11], et 
meme le plus petit localisateur faible (4j theoreme 6.1.18]. 

1.2.2. — Les localisateurs fondamentaux W n , n 0. On rappelle que pour 
un entier n ^ 0, une n-equivalence d'espaces topologiques est une application continue 
induisant une bijection des ttq, et un isomorphisms des i-emes groupes d'homotopie 
pour tout i, 1 ^ i ^ n, et tout choix de point base. On dit qu'un foncteur entre 
petites categories est une n- equivalence si la realisation topologique de son nerf est 
une n-equivalence topologique. Les n-equivalences de Cat ferment un localisateur fon- 
damental [4j section 9.2], note W n . Le localisateur fondamental Woo est l'intersection 
des W„, n > 0. 

1.2.3. — Les localisateurs fondamentaux Wtr et W sr . La classe de toutes 
les fleches de Cat est un localisateur fondamental, qu'on appelle trivial. Les foncteurs 
entre petites categories toutes deux non vides, ou toutes deux vides, ferment un loca- 
lisateur fondamental, qu'on appelle grossier. On demontre que les seuls localisateurs 
fondamentaux qui ne sont pas contenus dans Wo sont le localisateur fondamental tri- 
vial Wtr- = Fl Cat et le localisateur fondamental grossier W gr [4] proposition 9.3.2]. 
On a des inclusions 

Woo C W„ C W m C Wo C W gr C W tr , m^n . 
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1.2.4- — Localisateur fondamental associe a une categorie de modeles. 

II existe beaucoup d'autres localisateurs fondamentaux. Par exemple, pour toute 
categorie de modeles de Quillen C, la classe Wc des Heches u : A — > B de Cat indui- 
sant, pour tout objet X de C, un isomorphisme holing X — ¥ holing X de la colimite 
homotopique du foncteur constant de valeur X indexe par A, vers celle de celui in- 
dexe par B, est un localisateur fondamental. Cela est une consequence immediate des 
proprietes formelles des colimites homotopiques. 

1.2.5. — Localisateur fondamental associe a un derivateur. A tout 
derivateur B, on associe un localisateur fondamental Wo |24j . Cet exemple 

generalise le precedent. En effet, a toute categorie de modeles de Quillen, on associe 
un derivateur Be [2], et on a (essentiellement par definition) Wb c = We- 

Remarque 1.3. — On ne connait pas d'exemple de localisateur fondamental faible 
qui ne soit pas un localisateur fondamental. 

1. 4- — Proprietes de stabilite des localisateurs fondamentaux. Si W est 

un localisateur fondamental faible (et a fortiori s'il est un localisateur fondamen- 
tal) une fieche u : A — > B de Cat est une W-equivalence si et seulement si le foncteur 
u° : A° — > B°, obtenu par passage aux categories opposees, est une W-equivalence [251 
proposition 1.1.22]. Autrement dit, on a W° = W. Si W est un localisateur fon- 
damental, alors il est stable par produits finis |25l proposition 2.1.3], par petites 
sommes [25 , proposition 2.1.4], et par petites limites inductives filtrantes |25l propo- 
sition 2.4.12, (b)] et en particulier par retractes. 

1.5. — Notions associees a un localisateur fondamental. Soit W un locali- 
sateur fondamental faible. 

1.5.1. — Categories aspheriques. On dit qu'une petite categorie A est 
W-aspherique, ou plus simplement aspherique, si le foncteur A — ¥ e de A vers la 
categorie finale est une W-equivalence. L'axiome LB affirme qu'une petite categorie 
admettant un objet final est W-aspherique, et il resulte de la stabilite de W par 
passage aux categories opposees qu'une petite categorie admettant un objet initial est 
W-aspherique. La classe des petites categories W-aspheriques est stable par passage 
a la categorie opposee, par produits finis [251 corollaire 1.1.5], et par petites limites 
inductives filtrantes [251 proposition 2.4.12, (a)]. 

1.5.2. — Foncteurs aspheriques, coaspheriques. Soit u : A — > B unmorphisme 
de Cat. On dit que le foncteur u est W- aspherique, ou plus simplement aspherique, si 
pour tout objet b de B le morphisme A/ft — > -B/5, induit par u, est une W-equivalence. 
Comme la categorie Bj admet un objet final, il resulte de LA et LB que cela revient 
a demander que la categorie A/jj soit W-aspherique. La condition LCf affirme qu'un 
foncteur W-aspherique est une W-equivalence. Un foncteur admettant un adjoint a 
droite est W-aspherique |25l proposition 1.1.9]. 
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Dualement, on dit que le foncteur u est W-coaspherique ou plus simplement 
coaspherique, si pour tout objet b de B le morphisme b\A b\B, induit par u, 
est une W- equivalence, ou de fagon equivalente (puisque la categorie b\B admet 
un objet initial) si la categorie b\A est W-aspherique. II resulte de l'isomorphisme 
canoniquc (b\A)° ~ A° Ify et de la stabilite de W par passage aux categories opposees 
que le foncteur u est W-coaspherique si et seulement si le foncteur u° : A° —> B° est 
W-aspherique. En particulier, un foncteur W-coasphcriquc est une W-equivalence. 
Un foncteur admettant un adjoint a gauche est W-coaspherique. 

Une petite categorie A est W-aspherique si et seulement si le foncteur A —¥ e est 
W-aspherique, ou de fagon equivalente W-coaspherique. Si u : A — > B est un fonc- 
teur W-aspherique (resp. W-coaspherique), alors pour tout objet b de B, le foncteur 
Aj\) -4 B/b (resp. b\A -t b\B), induit par u, Vest aussi [25j lemme 1.1.7]. Si 



C 

designe un triangle commutatif de Cat, et si u est un foncteur W-aspherique 
(resp. W-coaspherique), alors pour que le morphisme v soit W-aspherique (resp. 
W-coaspherique), il faut et il suffit que w le soit (251 proposition 1.1.8]. En parti- 
culier, la classe des foncteurs W-aspheriques (resp. W-coaspheriques) est stable par 
composition. Elle est egalement stable par produits finis (251 corollaire 1.1.6]. 



1.5.3. — Equivalences faibles universelles. On dit qu'une fleche u : A — ¥ B de 
Cat est une W-equivalence universelle si elle est une W-equivalence et le reste apres 
tout changement de base, autrement dit, si pour tout carre cartesien 




u' est une W-equivalence. Une W-equivalence universelle est en particulier un foncteur 
a la fois aspherique et coaspherique. Si A est une categorie aspherique alors le foncteur 
A — > e est une W-equivalence universelle [25, proposition 1.1.4]. 



1.5.4- Equivalences faibles locales, colocales. Etant donne un triangle com- 
mutatif dans Cat 



A ■ 



->B 



C 
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on dit que le foncteur u est une W- equivalence (ou une equivalence faible) localement 
(resp. colocalement) sur C si pour tout objet c de C, le foncteur Al c — ¥ B ' j ' c (resp. 
C \A — ¥ c\B), induit par u, est une W-equivalence. Le foncteur u est une W-equivalence 
colocalement sur C si et seulement si le foncteur u° : A — ¥ B° est une W-equivalence 
localement sur C° . Si le foncteur u est W-aspherique (resp. W-coaspherique) , alors 
il est a fortiori une W-equivalence localement (resp. colocalement) sur C [251 
lcmmc 1.1.7]. La condition LC affirme que si le foncteur u est une W-equivalence 
localement sur C, alors il est une W-equivalence. Ainsi, si le localisateur fondamental 
faible W est un localisateur fondamental, un foncteur qui est une W-equivalence 
localement ou colocalement sur C est une W-equivalence. Plus generalement, sous 
cette hypothese, pour toute fleche C — ¥ C de Cat, une W-equivalence localement 
(resp. colocalement) sur C Vest aussi sur C [251 lemme 3.1.5]. Un foncteur u : A — B 
est W-aspherique (resp. W-coaspherique) si et seulement si il est une W-equivalence 
localement (resp. colocalement) sur B. Pour que u soit une W-equivalence, il faut et 
il suffit qu'il soit une W-equivalence localement (ou colocalement) sur la categorie 
ponctuelle e. 

1.5.5. Foncteurs propres, lisses. Soit u : A — » B un morphisme de Cat. Pour 
tout objet b de B, on note A^ la fibre de u en b, autrement dit, la sous-categorie 
(non pleine) de A dont les objets sont les objets a de A tels que u(a) = b, et dont les 
morphismes sont les fleches f de A telles que u(f) = l b . On dit que le foncteur u est 
W-lisse (resp. W-propre), ou plus simplement lisse (resp. propre), si pour tout objet 
b de B, le morphisme canonique 

Ab — > b\A , a I — > (a, l b : b -> u(a)) , aeObA b , 
(resp. At — > Aj , a I — > (a, l fc : u(a) — > b) , a e Ob At , ) 

est W-aspherique (resp. W-coaspherique) [11] . |25L section 3.2]. Le foncteur 
u : A — > B est propre si et seulement si le foncteur u° : A° — > B° est lisse. 

Les foncteurs u : A — > B dans Cat faisant de A une categorie prefibree (resp. preco- 
fibree) [H expose VI] sont des exemples de foncteurs lisses (resp. propres), car alors le 
morphisme canonique A\, — > \)\A (resp. A\> — ¥ Aj}y) admet un adjoint a droite (resp. a 
gauche), et est done en particulier W-aspherique (resp. W-coaspherique). On dira 
alors que u est une prefibration (resp. une precofibration) . 

1.6. — Notions associees a des localisateur -s fondamentaux comparables. 

Soient W et W deux localisateurs fondamentaux faibles tels que W C W. 
II est immediat que toute categorie W-aspherique est W'-aspherique, et que 
tout foncteur W-aspherique (resp. W-coaspherique) est W'-aspherique (resp. 
W'-coaspherique). En particulier, pour tout localisateur fondamental faible W, 
une categorie Woo-aspherique est W-aspherique, et un foncteur Woo-aspherique 
(resp. Woo-coaspherique) est W-aspherique (resp. W-coaspherique). De meme, si 
W est un localisateur fondamental distinct de Wt r et de W gr , toute categorie 
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W-aspherique est Wo-aspheriquc, et tout foncteur W-aspherique (resp. W-coasphc- 
rique) est Wo-aspheriquc (resp. Wo-coasphcrique) . 



2.1. - 

forme 



2. Theorie elementaire des carres exacts homotopiques 
Carres dans Cat . On appellera carre un « 2-diagramme > dans Cat de la 




autrement dit, la donnee de quatre petites categories A, A' , B , B' , de quatre foncteurs 
u : A — » B, u' : A' — > B' , v : A' — > A, w : B' — ¥ B, et d'un morphisme de foncteurs 
a : uv — > wu 1 . On dira que ce carre est commutatif si a — l uv , ce qui implique en 
particulier que uv — wu' , et on dira qu'il est cartesien, s'il est commutatif, et si 
le morphisme induit de A' vers le produit fibre B' Xb A est un isomorphisme de 
categories. Enfin, on dira qu'il est un carre comma si le morphisme canonique de A' 
vers la categorie comma u | w est un isomorphisme. On rappelle que la categorie u | v 
a comme objets les triplets (a,b',g), ou a est un objet de A, b' un objet de B' , et 
g : u(a) une fleche de B, un morphisme d'un objet (ai,b'i,g{) vers un autre 

(a 2 ,b' 2 ,g2) etant un couple (f,g'), ou / : ai — » a 2 est une fleche de A et g' : b[ —J- b' 2 
une fleche de B' , tel que le carre 

u(ai) — ^— > w^i) 



»(g') 



«(/) 
u(a 2 ) 

soit commutatif. Le morphisme canonique de A' vers u],w associe a un objet a' de 
A' le triplet (v(a') 7 u'(a'), a a >) et a une fleche /' de A' le couple («(/'),«'(/')). 



2.2. 



Foncteurs induits par un carre. Soit 

A'^-^A 




un carre de Cat. Pour tout objet b' de B' , le morphisme v induit un foncteur 
A' /y ->• A/ W (b'), associant a un objet (a',g' : u'(a') -> b') de A'/^', l'objet 



(v(a'), uv(a') 



w(g')a l 



w(b')) 
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de A/ W (p'), et a une fleche /', la fleche v(f'). Dualement, pour tout objet a dc A, lc 
foncteur u' induit un foncteur a \A' — > u (a)\B' , associant a un objet (a', / : a — > v(a')) 
dc a \A', l'objet 

I II 1\ I \ a a' U (f) I, ,s\ 

(u (a ), u(a) >• wu (o )) 

de u(a)\B', et a une fleche /', la fleche u'(f'). On rcmarquera que ces foncteurs 
induits dependent, non seulement des foncteurs v et u' respectivement, mais aussi de 
la transformation naturelle a, meme si on ne le precise pas quand aucune ambiguite 
n'en resulte. 

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W. 
Proposition 2.3. — Soit 




un carre dans Cat. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) pour tout objet b' de B' , le foncteur A' iy — \ A/ W (b''\ , induit par v, est 
W-coaspherique ; 

b) pour tout objet a de A, le foncteur a \A' — > u (a)\B' , induit par u' , est 
W-aspherique ; 

c) pour tout objet a de A, tout objet b' de B' , et toute fleche g : u(a) — > w(b') de A, 
la categorie A', b , ^ dont les objets sont les triplets (a',f,g'), ou a' est un objet 
de A' , f : a — > v(a') une fleche de A et g' : u'(a') — » b 1 une fleche de B' , tels que 
w(g')a a iu(f) = g, et les morphismes 

f' 

(a'i,fi,9i) > (a^/2,.92) 

les fleches f : a[ — > a' 2 de A' rendant commutatifs les deux triangles suivants 



v(a[) 

v{f) 

v(a' 2 ) 



u'(a[) 

«'(/') 
u'{a' 2 ) 



9i 



92 



\b' 



est W-aspherique. 



Demonstration. — Une verification immediate montre que pour tout objet b' de B', et 
tout objet (a, g : u{a) — » w{b')) de A/ W (p'), la categorie (a,g)\(A'/b r ) est isomorphe a 
la categorie Ai a y j9 \, ce qui prouve l'equivalence des conditions (a) et (c). Dualement, 
pour tout objet a de A, et tout objet (b',g : u(a) — > w(b')) de u (a)\B' la categorie 
ia\A')/ (b' , g) es t isomorphe a la categorie A^ a b i g ^ ce qui acheve la demonstration. □ 
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2-4- — Carres W-exacts. On dit qu'un carre est W-exact s'il satisfait aux condi- 
tions equivalentes de la proposition ci-dessus. Les carres exacts etudies par Gui- 
tart [HI [13l HH HSl [HI [17] sont exactement les carres Wo-exacts [HI theoreme 1.3], 
qu'on appellera aussi carres exacts au sens de Guitart \22, section 4], ou plus simplc- 
ment carres exacts de Guitart. 



2.5. 



Exemples triviaux de carres W-exacts. Un carre de la forme 
A >e A — - — > B 




(resp. 




), 



ou e designe la categorie ponctuelle, est W-exact si et seulement si le foncteur u est 
W-asplicrique (resp. W-coaspherique). En particulier, un carre de la forme 




est W-exact si et seulement si la categorie A est W-aspherique. 
Proposition 2. 6. — Pour qu 'un carre 

A'^^A 




soit W-exact, il faut et il suffit que le carre 

A'°^—^B'° 



A° 



4B° 



obtenu du precedent par passage aux categories opposees, soit W-exact. 

Demonstration. — La proposition resulte aussitot de l'equivalence des conditions (a) 
et (6) de la proposition ^. 31 et du fait qu'un foncteur est W-coaspherique si et seule- 
ment si le foncteur obtenu par passage aux categories opposees est W-asplicrique 

(cf.MM- □ 



Proposition 2. 7. — La classe des carres W-exacts est stable par composition hori- 
zontal et verticale. 
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Demonstration. — Montrons par exemple la stabilite par composition horizontale. 
Considerons done deux carres composables horizontalement et leur compose 




A" 



B" 



B 



W — WW 



V 



V 



Vo,V 



avec a" — (w ★ a')(a * v'), supposons que les carres V et V soient W-exacts, et 
montrons qu'il en est de meme du carre T> o h J)'. Soit b" un objet de B" . On verifie 
aussitot que le foncteur A" Jb" — > A/ W "(b") , induit par la Heche v" du carre V o h V' , 
est le compose 

A" fb" — ► A'/ W '(b") — > A/ W ( w >(b")) = A/ W "{b") 
des foncteurs induits par les fleches v' et v des carres V et V respectivemcnt. L'asscr- 
tion resulte done du critere (a) de la proposition 12.31 et de la stabilite des foncteurs 
W-coaspheriques par composition (c/. I1.5.2p . La stabilite des carres W-exacts par 
composition verticale resulte de ce qui precede et de la proposition 12.61 □ 

Proposition 2.8. — Soient J un ensemble, et 

11; 

A, 



V 




et 




des carres dans Cat. On suppose que pour tout j £ J le carre T>j est W-exact, et que 
Ob B' = |J Wj(Ob Bj). Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) le carre T> est W-exact ; 

b) pour tout j , j £ J , le carre compose T> o h T>j est W-exact. 

Demonstration. — L'implication (a) (&) resulte de la proposition 12.71 Montrons 
la reciproque. Soit b' un objet de B' . Par hypothese, il existe j 6 J et un objet bj 
de Bj tels que b' — uij(bj). Comme les carres Vj et T) o h Vj sont W-exacts, il resulte 
du critere (a) de la proposition 12.31 que le morphisme Bjjb- — ¥ B' /y , ainsi que le 
morphisme compose 

Bj/bj — > B'/ b ' — > B/ W (b') 
sont W-coaspheriques. II en est done de meme du morphisme B'/b' 
(c/. I1.5.2p . Une nouvelle application du critere (a) de la proposition 12.31 montre alors 
que le carre V est W-exact. □ 
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Remarque 2.9. — On laisse le soin au lecteur d'enoncer et prouver l'assertion duale 
de la proposition prccedente, concernant la composition verticale. 

Proposition 2.10. — Tout carre comma est W -exact. 

Demonstration. — Soient A, B, B' trois categories, u : A — >• B , w : B' — >■ B deux 
foncteurs, et formons le carre comma 




la categorie A' ayant comme objets les triplets (a, b', g : u(a) — > w(b')), a G Ob A, 
b' G Ob £>', g G Fl B, une fleche (a 1 ,b[,g 1 ) — > (a^i^iS^) etant un couple (/,<?')> 
f : a x — > a 2 € Fl A, g' : 6' x — > 6' 2 G Fl B' , tel que g 2 u(f ) = w(g')g 1 , et les foncteurs v, 
u' et la transformation naturelle a etant definis par les formules 

v(a,b',g) = a, (a, b', g) 6 Ob A' , v(f,g') = f, (/,</) G Fl A' , 
u'(a,b',g) = b' , (a,b',g)eObA' , u'(f,g')=g', (f,g')eF\A', 
a (a,b', g ) = 9 , (a,b',g) G Ob A' . 

Pour montrer que ce carre est W-exact, on va utiliser le critere (c) de la proposi- 
tion 12.31 Dans les notations de ce critere, il s'agit de prouver que pour tout objet 
a de A, tout objet b' de B', et toute fleche g : u(a Q ) — ► w(b' ) de B, la categorie 



C = A 



( a o. h o>9o) 



est W-aspherique. Les objets de C sont les quintuplets 



(a, u(a) — — > w(b'), a — — » a, £/ 6q) , 



avec a G Ob A, 6' G Ob 5 G Fl B, / G Fl A, </ G Fl B', tels que 

w(g')gu(f) = 5o , 

un morphisme 

Oi, &i, 3i, A) 3i) — > (a 2 > & 2> 52, /2> ffa) 
etant un couple (/,<?'), / : a x — > a 2 G Fl A, g' : b\ — > 62, tel que les diagrammcs 

Si 



— W ( & 2) 



&'l 



64 



9l 



92 



soient commutatifs. On va construire un decalage sur C 



D 







K 
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(diagramme d'endofoncteurs de C et transformations naturelles, avec K endofonc- 
teur constant [6j 3.1]), ce qui impliquera que la categorie C est Woo-aspherique [6l 
proposition 3.6] et en particulier W-aspherique (cf. 11.61) . 
Definition du foncteur D. L'endofoncteur D est defini par les formules : 
D(a,b,g,f,g') = (a, b' Q , w(g')g, f, l fe ,) , (a,b,g,f,g') £ Ob C , 

D(f,g') = (f,l b , o ) , (/,«/)eFIC. 

Definition du morphisme de foncteurs a. La transformation naturelle 
a : l c — > D est definie par l'egalite : 

at( a ,b,g,f,g') = 0-a,9') , (a,b,g,f,g') S Ob C . 

Definition du foncteur P. Le foncteur P est l'endofoncteur constant de C defini 
par l'objet 

(a , b' , u{a ) — ^ u;(6' ), l aQ , 1 6 /) . 
Definition du morphisme de foncteurs f3. La transformation naturelle /3 : P — D 
est definie par l'egalite 

P(a,b,g,f,g>) = (f,\) , (a, b, g, /, g') € Ob C . 

On laisse le soin au lecteur de verifier que ces formules definissent bien des endofonc- 
teurs de C et des transformations naturelles. □ 



Remarque 2.11. — Guitart montre que tout carre cocomma est Wo-exact |12) . Ce 
resultat ne se generalise pas aux carres W-exacts, pour un localisateur fondamental 
distinct de W , W gr et W tr . En efTet, alors W ^ W (cf. 11.2.3^ . et la stabilite par 
sommes de W (cf. I1.4j) implique l'existence d'une petite categorie A, 0-connexe mais 
non W-aspherique. Or, pour toute categorie 0-connexe A, le carre 




est un carre cocomma. En revanche, en vertu du critere (b) de la proposition 12.31 ce 
carre n'est pas W-exact si la categorie A n'est pas W-aspherique. 

Proposition 2.12. — Soit 



V 



un carre cartesien de Cat. Si u est W-propre ou si w est W-lisse, alors le carre T> est 
W-exact. 
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Demonstration. — Supposons que u soit W-propre, et soit a un objet de A. La fleche 
a \A — > u (a)\B est alors une W- equivalence universelle [251 proposition 3.2.8]. Comme 
le carre 

a\A' ► a \A 



u(a)\ 



B' >u(a)\B > 

induit par V, est cartesien [251 lemme 3.2.11], il en est de meme de la fleche 
a \A' — > u(a)\B', qui est done en particulier W-aspherique. Le critere (b) de la 
proposition 12.31 impligue alors que le carre T> est W-exact. Le cas ou w est lisse se 
deduit de ce qui precede et de la proposition 12.61 (cf. I1.5.5[) . □ 

Proposition 2.13. — Soit u : A —¥ B une fleche de Cat. Les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

a) u est W-propre ; 

b) tout carre cartesien de la forme 




est W-exact. 



Demonstration. — L'implication (a) => (b) resulte de la proposition 12 . 12l Pour prou- 
ver l'implication (6) (a), soit b un objet de B, et considerons le carre cartesien 

A b ■ 




ou b : e — > B designe le foncteur de la categorie ponctuelle vers B, defini par l'objet 
b de B, et Af, la fibre de u en b. En vertu de la condition (b), ce carre est W-exact, 
et il resulte alors du critere (a) de la proposition 12.31 que la fleche At, — > Aj\, est 
W-coaspherique, ce qui prouve que u est W-propre. □ 

Remarque 2.14- — On laisse le soin au lecteur d'enoncer et prouver l'assertion 
duale de la proposition precedente, caracterisant les foncteurs lisses. 



Proposition 2.15. — S i W et W' sont deux localisateurs fondamentaux faibles tels 
que W C W, alors tout carre W-exact est W -exact. 
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Demonstration. — La proposition est consequence immediate des criteres de la pro- 
position [531 e t des considerations de 11.61 □ 

2.16. — Carres de Beck- Chevalley. On dit qu'un carre 

V = 




de Cat est de Beck- Chevalley a gauche si it et u' admettent des adjoints a droite r et r' 
respectivement, et si le morphisme canonique « de changement de base » c : vr' — ¥ rw, 
dcfini par la formulc 



c = (rw * e')(r * a * r'){rj * vr') 



vr 
ruvr' 



-)• rw 



rw-ke 



-55 rwu r ' 



on 



e : ur ■ 



1 



B ■ 



1, 



<1 



designent les morphismes d'adjonction, est un isomorphisme. On verifie facilement 
que cette propriete est independante du choix des foncteurs adjoints r et r', ainsi 
que du choix des morphismes d'adjonction. Dualement, on dit que le carre V est de 
Beck- Chevalley a droite si le carre obtenu par passage aux categories opposees est 
de Beck-Chevalley a gauche. Cela revient a demander que les foncteurs v et w ad- 
mettent des adjoints a gauche v' et w' respectivement, et que le morphisme canonique 
c' : w'u — > u'v', defini de fagon analogue, est un isomorphisme. Si les foncteurs u et 
u' admettent des adjoints a droite et les foncteurs v et w des adjoints a gauche, alors 
le carre T> est de Beck-Chevalley a droite si et seulement si il est de Beck-Chevalley a 
gauche, puisque alors c et c' sont transposes l'un de l'autre. 

Proposition 2.17. — Soit 



V = 



un carre dans Cat tel que u et v! admettent des adjoints a droite. Alors les conditions 
suivantes sont equivalentes : 

a) le carre T> est de Beck-Chevalley a gauche; 

b) le carre T> est W 'c^-exact ; 
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c) le carreT> estWo-exact; 

d) pour tout objet a de A, le foncteur a \A' — > u(a)\B' , induit par u' , admet un 
adjoint a droite ; 

c) pour tout objet a de A, tout objet b' de B' , et toute fleche g : u(a) — > w(b') de A, 
la categorie A'^ a b , g -, (du critere (c) de la proposition ^. 31) admet un objet final. 

Demonstration. — Soit a un objet de A. Dire que le foncteur a \ A' — > u(a)\B' admet 
un adjoint a droite equivaut a dire que pour tout objet (6', g : u(a) —¥ w(b')) de 
u(a)\B' , la categorie (a\A')/(b' , g) admet un objet final. Comme cette derniere est 
isomorphe a la categorie A 1 , b , s, cela prouve l'equivalence des conditions (d) et (e). 
L'implication (d) =>■ (&) resulte du critere (&) de la proposition 12.31 et du fait qu'un 
foncteur admettant un adjoint a droite est Woo-aspherique (cf. II. 5.2]) . L'implication 
(b) => (c) est un cas particulier de la proposition ^. 151 

II reste a prouver les implications (a) (d) et (c) (a). Choisissons r et r' des 
adjoints a droite de u et u' respectivement, et des morphismes d'adjonction 

e : ur > l B , rj : l A >■ ru , s : u'r' > \ B , , rj : 1 A , > r'u' . 

La condition (a) signifie que le morphisme de foncteurs 

c = (rw -k e')(r * a* r )(r] * vr ) : vr' — > rw 

est un isomorphisme. Pour tout objet a de A, on verifie alors facilement que le foncteur 

n c L / r(q)ri n 

u ( a )\B' — > a \A' , (b' , u(a) w{b')) I > (/(&'), a ► vr'(b')) , 

est un adjoint a droite du foncteur a\A' — > u(a)\B' , induit par it', ce qui prouve 
l'implication (a) (d). 

L'implication (c) =>■ (a) rcsultera de la theorie generale des derivateurs (cf. re- 
maraue I4.33[) . Voici neanmoins une preuve elementaire. Soit b' un objet de B'. On 
observe que les isomorphismes A' jy ~ A'/ r '(y\ et A/ W (h'\ ~ A/rw(6')j deduits des 
adjonctions, identifient le foncteur A' j]j — \ ^4/^(6'), induit par v, au foncteur 

A'/ r '(b') — > A/ ra ( & ') , (a', a' -A /(&')) l— > («(«'), w(o') n«(6')) • 

En vcrtu du critere (a) de la proposition 12.31 la condition (c) signifie que pour tout 
objet (a, fo : a — > rw(b')) de A/ rw (p'^, la categorie (a, f Q )\(A' /r' (b')) est 0- connexe - 
Decrivons cette derniere. Ses objets sont les triplets 

(a', a' -A r{b'), a -A «(a')) , a' e Ob A' , /' e Fl A' , / e Fl A , 
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tels que /o = c b , v(f')f. Un morphisme de (a[,f[,fi) vers {a' 2 ,f2,f 2 ) est une fleche 
/' : a[ — ► a' 2 de A' rendant commutatifs lcs triangles suivants 



v(a[) 
«(/') 



r'(b') 



v(a' 2 ) a' 2 & 

En particulier cela implique que 
(2.17.1) = K/D/i , 

et comme la categorie ( a> fo)\{A'/r'(b')) est connexe, on a cette egalite pour £out 
couple d'objets {a'\,f'\,f\) et {a'2, fi, f%)- Considerons l'objet final (rw(b'), l rw ( b ')) de 
A/rw(b')- Comme la categorie (rw{b'), l rw ( b >))\(A' /r' (b')) est 0-connexe, elle est en 
particulier non vide. Soit done (a',/',/) un objet de cette categorie, de sorte que 
Kw{b>) = c b lV (f')f- On va montrer qu'on a aussi v(f')fc b , = l vr ,^,y ce qui prouvera 
que c b , est un isomorphisme. Pour cela, considerons l'objet 



(vr'{b'), vr'(b r )^rw(b')) 



-> r'{b'), ur'(6') 



'(!>') 



de Al rw (h'\ et les objets 

(r'{b% r'(b') 
(r'(b>), r'(b') 

de la categorie (vr'(b'),c b ,)\(A'/r'(b'))- L'egalite 12. 17. II implique alors l'assertion, ce 



1 , 



v lfU'\ I IU'\ V ^ ^f C l>\ I 

> r (b ), vr [b ) > vr (b )) 



qui acheve la demonstration. 



□ 



Dans la suite, on suppose que le localisateur fondamental faible W est un localisateur 
fondamental. 

Proposition 2.18. — Soit 



V 



un carre dans Cat. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) pour tout objet b' de B' , le foncteur A' I ft — ^4/u>(6') ? induit par v, est une 
YV -equivalence colocalement sur A ; 

b) pour tout objet a de A, le foncteur a\A' — > u(a)\B' , induit par u' , est une 
W -equivalence localement sur B' . 

De plus, ces conditions sont impliquees par la condition : 
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c) le carre T> est W -exact ; 

et si le localisateur fondamental W n'est pas le localisateur fondamental grossier W gr , 
elles lui sont equivalentes. 

Demonstration. — En vertu des criteres (a) et (6) de la proposition 12.31 il est 
immediat que si le carre V est W-exact, alors les conditions (a) et (b) ci-dessus sont 
satisfaites (cf. 11.5.4(1 . 

Pour montrer les autres affirmations, explicitons la condition (a) (resp. (b)). Elle 
signifie que pour tout objet a de A et tout objet b' de B', le foncteur 

a\{A'/b') — >a\{A/w(b')) (resp. ( a \A')/b' > {u(a)\B')/b' )> 

induit par v (resp. par u'), est une W- equivalence. On remarque que les categories 
a\(A'/b') et \a\Ajlb' sani canoniquement isomorphes, et que la categorie 
a\(A/w(b')) est non vide si et seulement si (u(a)\B')/b' 1'est (dans les deux 
cas cela signifie que Horn B (u(a), w(b')) ^ 0), ce qui prouve l'equivalence des condi- 
tions (a) et (b) dans le cas du localisateur grossier W gr (cf. I1.2.3[) . Pour achever la 
preuve de la proposition, il suffit done de montrer que si W ^ W gr , alors la condition 
(a) implique la condition (c), ce qui prouvera l'equivalence de ces deux conditions, 
et dualement celle de (6) et (c). Comme l'implication (a) =>• (c) est evidente pour le 
localisateur trivial Wt r = Fl Cat, il sufHt de la montrer en supposant que W C Wo 
(cf. ll.2.3[) . Pour cela, on remarque que le foncteur a\(A'/b') ~^ a\(A/w(b')) s'identifie 
canoniquement au foncteur somme 

II (a,g)\(A>/ b >) > U (a,g)\(A/ w ( b >)) 

g:u(a) — > w(b') g:u{a) — ¥ w(b') 

(ou le couple (a,g) est vu comme objet de A/ w ( '^). Si ce foncteur est une 
W-equivalence, il est a plus forte raison une Wo-equivalence, et en particulier pour 
toute fleche g : u(a) — > w(b'), la categorie (a, g)\(A' /b') est non vide. Par suite, le 
foncteur (a,g)\ \A'/b') (a, g)\(A/w(b')) est un retracte du foncteur somme, et est 
done une W-equivalence (cf. 11.41) . On en deduit que le foncteur A'/tf A/ W (b') est 
W-coaspherique, ce qui implique, en vertu du critere (a) de la proposition 12.31 que le 
carre V est W-exact, et acheve la demonstration. □ 

2.19. — Carres exacts faibles. Un carre W-exact faible est un carre satisfaisant 
aux conditions equivalentes (a) et (b) de la proposition precedente. En vertu de cette 
proposition, si le localisateur fondamental W n'est pas le localisateur fondamental 
grossier W gr , cette notion coincide avec celle de carre W-exact. L'interet de cette no- 
tion serait done extremcmcnt limitc si ce n'etait pas elle qui apparait naturellement 
dans la theorie des derivateurs, et non pas celle de carre exact (cf. theoreme I4.32p . 
On laisse comme exercice au lecteur d'enoncer et demontrer les analogues des pro- 
positions 12.61 12.71 12.81 et 12.151 pour les carres W-exacts faibles. En revanche, la ca- 
racterisation des foncteurs W-propres de la proposition 12.131 n'est plus vraie si on 
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remplace carre W-exact par carre W-exact faible. Elle doit etre remplacee par la 
caracterisation suivante : 

Proposition 2.20. — Soit u : A —¥ B une fleche de Cat. Les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

a) u est W-propre ; 

b) pour tout diagramme de carves cartesiens de la forme 



A" 



^A 



B" 



^ B 



le carre de gauche est W-exact faible. 

Demonstration. — L 'implication (a) =>■ (6) resulte des propositions l2.12l et l2.18l et de 
la stabilite des foncteurs propres par changement de base 1251 corollaire 3.2.4]. Pour 
prouver l'implication (6) (a), soit b un objet de B, et considerons le diagramme 
de carres cartesiens 



-4,, 



^A 



& = 


0= 







(M b ) 



->B 



ou B lb — » B est le foncteur d'oubli, et la fleche e — > B j\) est definie par l'ob- 
jet final (b,l b ) de B/b- En vertu de la condition (6), le carre de gauche est 
W-exact faible, et il resulte alors du critere (a) de la proposition 12.181 que la fleche 
A\j — } {Afb)/(b, l b ) — A/b est une W-equivalence colocalement sur A/b, autrement 
dit qu'elle est W-coaspherique, ce qui prouve que u est W-propre. □ 

Exemple 2.21. — Pour le localisateur fondamental grossier W = W gr (cf. I1.2.3[) . 
les notions de carre W-exact et carre W-exact faible sont bien distinctes. En cffct, 
considerons le carre 

z f e = A 



A' 



B' 



a 



1} =B 



Si b' designe l'unique objet de B' = e, le foncteur A'/y -4 Aft, induit par la fleche 
horizontale du haut, s'identifie au morphismc 



A'/y 



^{a,f3}~A/i 
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de la categorie ponctuelle e vers la categorie discrete ayant comme objets a et j3, dcfini 
par l'objet a. Ce morphismc est unc W-equivalence colocalement sur A = e, autrcmcnt 
dit, une W-cquivalence, puisque les categories source et but sont toutcs deux non 
vides. En revanche, il n'est pas W-coaspherique, puisque la categorie fi\{A' jy) est 
vide. Ainsi, le carre V est W-exact faible, mais pas W-exact. 



3. Structures de carres exacts sur Cat 

3.1. Classes de carres. Dans cette section, on va considerer des classes Q de 
carres dans Cat, des proprietes de stabilite de telles classes, ainsi que des conditions 
de non trivialite, ou « d'initialisation >, affirmant que les carres d'un type donnc 
appartiennent a Q. Etant donnee une telle classe Q, on dira qu'un carre de Cat est 
Q- exact s'il appartient a cette classe. On notera Q° la classe formee des carres obtenus 
par passage aux categories opposees a partir de carres appartenant a Q. Toutes les 
classes Q considerees seront stables par isomorphisme de carres. 

3.2. — Proprietes de stabilite de classes de carres. Soit Q une classe de carres 
de Cat. Les conditions de stabilite les plus importantes qu'on aura a considerer sont 
les suivantes : 

CS lh (Composition horizontale.) La classe Q est stable par composition hori- 
zontale : Considerons deux carres composables horizontalcment et leur compose 




A" 



->A 



B" 



W —WW 



4B 



V 



V 



Vo b V 



ou a" = (w-k a')(a ★ v'). Si V et V sont Q-exacts, il en est de meme de V o h T>' . 
CS l v (Composition verticale.) La classe Q est stable par composition verticale : 
Considerons deux carres composables verticalement et leur compose 



V 




A' 



a 



f 



A 



7 



h 

£o xl V 



4C ' 
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ou 7 = {/3 ★ ★a). Si V et £ sont Q-exacts, il en est de meme de £ o v P. 
CS 2h (Descente horizontale.) Soient J un ensemble, et 



D = 




et V< = 




, j e J , 



des carres dans Cai tels que Ob £>' = (J Wj(Ob Bj). Si pour tout element j de J, les 

carres T>j et 2? o h Vj sont Q-exacts, il en est de meme de V. 
CS 2 V {Descente verticale.) Soient J un ensemble, et 




et V< 




des carres dans Cat tels que Ob A = [J Uj(Ob Aj). Si pour tout element j de J, les 

carres T>j et X> o v Vj sont Q-exacts, il en est de meme de V. 
CS 3h {Descente locale.) Soit 



V 




un carre dans Cat. Si pour tout objet b' de -B', le compose horizontal V o h P^, b ,, ou 
V^, b , designe le carre comma 

A'/b' >■ A' 



U u'V — 



est Q-exact, il en est de meme de V. 
CS 3 V {Descente colocale.) Soit 



V 



->B' 
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un carre dans Cat. Si pour tout objet a de A, le compose vertical V o v V^ a , ou V^ a 
designe le carre comma 



a\A'- 



A' 



->■ e 



A 



est Q-exact, il en est de meme de T>. 

CS 4 (Passage a V oppose.) Si le carre D de Cat est Q-exact, il en est de meme du 
carre T>°, obtenu par passage aux categories opposees, ce qui implique que Q° = Q. 

3.3. — Proprietes « d 'initialisation >. Les conditions du paragraphe precedent 
ctant des conditions de stabilite, elles sont toutes satisfaites par la classe vide. Pour 
obtenir des classes Q non triviales, il faut imposer qu'elles contiennent certains types 
de carres. Parmi ccs conditions « d'initialisation », les plus importantes envisagees 
sont enumerees ci-dessous. Certaines de ses conditions sont « absolues >, et certaines 
dependent de la donnee d'un localisateur fondamental faible W, donne une fois pour 
toutes. On rappelle que e designe la categorie ponctuelle. 

CI lg Si u : A — > B est un foncteur W-aspherique, alors le carre 




est Q-exact. 

CI Id Si u : A — » B est un foncteur W-coasphcriquc, alors le carre 




est Q-exact. 

CI 1 Si A est une categoric W-asphcriquc, alors le carre 

A > e 




> e 



est Q-exact. 
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CI l'g Si u : A — > B est un foncteur admettant un adjoint a droite, alors le carre 

A > e 

/*= 
B >e 

est Q-exact. 

CI I'd Si u : A — > B est un foncteur admettant un adjoint a gauche, alors le carre 

A^^B 

-> e 
est Q-exact. 

On observe qu'on a le diagramme d'implications tautologiques suivant (c/. 11.5.21) 

Cllg did 




CI l'g Clio CI I'd 

CI 2g Pour toute fleche u : A — > B de Cat, et tout objet b de B, le carre comma 



V 




u.b 



(oil b : e — > B designe la fleche definie par l'objet b de B) est Q-exact. 

CI 2d Pour toute fleche u : A — » B de Cat, et tout objet b de B, le carre comma 

9 



V 



b\A- 



A- 



-> e 



B 



(oti 6 : e — > B designe la fleche definie par l'objet b de B) est Q-exact. 

On observe qu'en presence de CI 2g (resp. de CI 2d) la condition de descente 
horizontale (resp. verticale) implique la condition de descente locale (resp. colocale) : 

(3.3.1) (CI 2g et CS 2 h ) CS 3 h , (CI 2d et CS 2 V ) =^ CS 3 V . 

3-4- — Exemples de classes de carres. On s'interesse plus particulierement aux 
classes de carres suivantes. 
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3.4-1- — La classe des carres exacts homotopiques. On a vu dans la section 
precedente que pour tout localisateur fondamental faible W, la classe Q des carres 
W-exacts satisfait a toutes les conditions de stabilite et d'initialisation considerees 
dans les paragraphes 13.21 et 13.31 (cf. 12.51 - I2.10[) . 

3-4-2. — La classe des carres exacts homotopiques faibles. Pour tout locali- 
sateur fondamental W, la classe Q des carres W-exacts faibles satisfait aussi a toutes 
les conditions considerees dans les paragraphes 13.21 et 13.31 

3-4-3. — La classe des carres de Beck- Chev alley a gauche. On verihe facile- 
ment que la classe Q des carres de Beck-Chevalley a gauche est stable par composition 
horizontale et verticale (conditions CS lh et CS l v ), et satisfait tautologiquement a 
la condition CI l'g. 

3-4-4- — La classe des carres de Beck-Chevalley a droite. Dualement, la 
classe Q des carres de Beck-Chevalley a droite est stable par composition horizontale 
et verticale (conditions CS lh et CS l v ), et satisfait a la condition CI I'd. 

3-4-5. — La classe des carres de Beck-Chevalley. La classe Q des carres de 
Beck-Chevalley a gauche et a droite est stable par composition horizontale et verticale, 
et par passage aux categories opposees (conditions CS lh, CS l v et CS 4). 

3-4-6. — La classe des carres comma. La classe Q des carres comma ne satisfait 
que la condition de stabilite par passage aux categories opposees (condition CS 4), et 
tautologiquement les conditions CI 2g et CI 2d. 

Lemme 3.5. — Soient W un localisateur fondamental faible, et Q une classe de 
carres de Cat satisfaisant aux conditions CS lh, CS3h, CI Id et CI2g. Alors Q 
contient la classe des carres W-exacts. 



Demonstration. — Soient done 



V 



A' — - — > A 



-+B 



un carre W-exact, b' un objet de B' , et considerons les diagrammes 

A' /b' > A' — ► A A'/b> ► Aj w (b') ► A 



b 

T> s , 

11' 



; — >B' 




et 



V 



V 



-> e • 



■Kb') 



V 



-> B 



u,w(b' ') 
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On observe qu'on a l'egalite 

n "u',V u.w(b') n " 

Comme le carre V est W-exact, en vertu du critere (a) de la proposition \'2.'6\ la fleche 
A' /J}' — ¥ A/ W (p') est W-coaspherique. II resulte done de la condition CI Id que le 
carre T>' est Q-exact. D 'autre part, la condition CI 2g implique que les carres comma 
^uwtb') et v son * Q-exacts. En vertu de la condition CS lh, le carre compose 



V 



u,w(b') 
,g 



V est done aussi Q-exact. L'egalite ci-dessus, et la condition CS 3h im- 



pliquent alors que le carre W-exact T> appartient a la classe Q. 



□ 



Theoreme 3.6. — Soit W un localisateur fondamental faible. La classe des carres 
W '-exacts est la plus petite classe de carres, stable par composition horizontale, satis- 
faisant a la condition de descente locale et contenant les carres comma, ainsi que les 
carres de la forme 

A^^B 




avec u morphisme W-coaspherique de Cat. 

Demonstration. — Le theoreme est consequence immediate du lemme precedent, des 
propositions CD] HH ETTO1 et de l'exemple ED3 □ 

Lemme 3. 7. — Soient W un localisateur fondamental faible, et Q une classe de 
carres de Cat satisfaisant aux conditions CS 3 V et CI lo- Alors Q satisfait aussi a la 
condition CI Id. 

Demonstration. — Soient u : A — ¥ B un morphisme W-coaspherique de Cat, b un 
objet de B, et considerons le diagramme 

b\A- 




Comme la categorie b\A est W-aspherique, la condition CI lo implique que le carre 
compose est Q-exact, et par suite, en vertu de la condition de descente colocale CS 3 V , 
il en est de meme du carre du bas, ce qui prouve la condition CI Id. □ 

Lemme 3.8. — Soient W un localisateur fondamental faible, et Q une classe de 
carres de Cat satisfaisant aux conditions CS lh, CS3h, CS3 V , Clio et CI2g. 
Alors Q contient la classe des carres W '-exacts. 
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Demonstration. 



Le lemme s'obtient en combinant les lemmes 13.51 et [3~T1 



□ 



Theoreme 3.9. — Soit W un localisateur fondamental faible. La classe des carves 
W '-exacts est la plus petite classe de carves stable par passage aux categories opposees, 
par composition horizontale, satisfaisant d la condition de descente locale et contenant 
les carres comma, ainsi que les carres de la forme 




avec A une petite categorie W-aspherique. 

Demonstration. — Le theoreme est consequence immediate du lemme precedent, des 
propositions EH O CHI ETTO1 et de l'exemple d5] □ 



Corollaire 3.10. — La classe des carres exacts de Guitart est la plus petite classe 
de carres stable par passage aux categories opposees, par composition horizontale, 
satisfaisant d la condition de descente locale et contenant les carres comma, ainsi que 
les carres de la forme 

A > e 




avec A une petite categorie 0-connexe. 

Demonstration. — C'est le cas particulier du theoreme, applique au localisateur fon- 
damental Wo- □ 

Les lemmes suivants seront utiles a la theorie des derivateurs dans la section suivante. 

Lemme 3.11. Toute classe Q de carres satisfaisant aux conditions CS lh, 
CS2h, CI I'd et CI 2g contient la classe des carres comma. 



Demonstration. 



Soit 




V 



un carre comma. On remarque que la categorie A' s'identifie a la categorie cofibree 
sur B' , definie par le foncteur 



B' 



Cat , b' I — > Aj w {b') , 
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(et aussi, dualement, a la categorie fibree sur A, definie par le foncteur A° — > Cat, 
a \— ¥ u(a)\B')i e t en particulier pour tout objct b' dc B', le foncteur canonique 
A/w(b') ~ > A'/y, de la fibre vers la categorie comma, admet un adjoint a gauche 
(qui n'est autre que le foncteur A'/y —> A/ W QJ), induit par v). Considerons le 
diagramme : 



A/ W (b') 



■ A'/y 



e ■ 



4 A' 




V 



V s , ,, 

u'b' 



V 



On vcrific facilement que le carre compose V o h T>^, b , o h V' n'est autre que le carre 
comma "D^,^, defini par le foncteur u et l'objet w(b') de B. En vertu de la condi- 
tion CI2g, les carres T>^, b , et D^,^ sont Q-exacts, et il en est de meme du carre 
V, grace a la condition CI I'd. La condition CS lh implique alors que le compose 
T>^, b , o h V' est Q-exact, et par suite, il resulte de la condition CS 2h que le carre V 
est aussi Q-exact. □ 

Lemme 3.12. Soit W un localisateur fondamental faible. Toute classe Q de 
carres satisfaisant aux conditions CS lh, CS2h, CI2g et CI Id (resp. CI I'd) 
contient la classe des carres cartesiens 



V 




avec u un morphisme W-propre (resp. une precofibration) . 

Demonstration. — Soient V un tel carre cartesien, b' un objet de B', et considerons 
les diagrammes 



A v 



-4 A'/y 



-i- e • 







V 



u'b' 



->A' 



-> B' ■ 



-> B 



V 



■j(b') 



et 



->A/w(V) 



0= 



-4 e • 



w(b') 



V" 



4B 



u,w(b f ) 
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Comme le carre T> est cartesien, les fibres A' b , et A w n,'\ sont canoniquement iso- 
morphes, et on a un isomorphismc 



D s o. V" 

u,w(b ) n 



des carres composes. En vertu de la condition CI 2g, les carres comma Pjf, 
et T>^ w i b ,\ sont Q-exacts. Comme le morphisme u est W-propre (resp. une 



precofibration) , il en est de meme du foncteur u' 
morphismes 



corollaire 3.2.4], et les 



4' 



A'/V 



et 



A 



w(b') 



A/ W (b') 



sont W-coaspheriques (resp. admettent un adjoint a gauche). II resulte done de la 
condition CI Id (resp. CI I'd) que les carres V et T>" sont Q-exacts. Les condi- 
tions CS lh et CS 2h impliqucnt alors qu'il en est de meme du carre T>. □ 

Remarque 3.13. — Ce lemme et son dual fournissent une nouvelle preuve de la 
proposition l2.121 puisque la classe des carres W-exacts satisfait a toutes les conditions 
du lemme, ainsi qu'aux conditions duales ( cf. 13.4. ip . 

Lemme 3.14- — Toute classe Q de carres satisfaisant aux conditions CS 3h ei 
CI 2g contient la classe des carres cartesiens 



V 



A 1 ■ 



B' 



-> A 



-> B 



avec w une fibration discrete. 

Demonstration. — Soient T> un tel carre cartesien, b' un objet de B' , et considerons 
les diagrammcs 

A'/V ► A' — > A A/ W (b>) 




^A 



et 



w(b') 



u,w(b' ) 



-> B 



Comme w est une fibration a fibres discretes, la fleche B'/V — > B/ W (b') : induite par 
w, est un isomorphisme, et comme le carre 

A'/V ► A/ W (b<) 



B' 



/V >B/ W (b') , 
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induit par V, est cartesien [25, dual du lemme 3.2.11], il en est de meme de la fleche 
A! jy — > A/ W (V"\, induite par v, et on a un isomorphisme 

v t 



■Kb') 



En vertu de la condition CI2g, les carres T>^, b , et w( ^ b , 
condition CS 3h implique alors qu'il en est de meme de T>. 



sont Q-exacts, et la 
□ 



Remarque 3.15. — Le lemme precedent implique en particulier que si Q est une 
classe de fleches satisfaisant aux conditions CS3h et CI2g, alors pour tout mor- 
phisme u : A — > B de Cat, et tout objet b de B, le carre cartesien 



A/b 



B/b 



->A 



B 



est Q-exact. 



Lemme 3.16. — Soit Q une classe de carres de Cat satisfaisant a la condition 
CS lh, et contenant les carres de Beck-Chev alley a droite et les carres cartesiens 
de la forme 

A/b > A 



B/b- 



■+ B 



pour u : A — > B fleche de Cat, et b objet de B. Alors la classe Q satisfait aussi a la 
condition CI 2g. 

Demonstration. — Soient u : A — > B une fleche de Cat, b un objet de B, et considerons 
le diagramme 

A/b = ) A/ b > A 





= 







^B/ b 



B 



Comme (6, l fc ) est un objet final de B/b, la fleche e — > B/b definie par cet objet ad- 
met un adjoint a gauche, et il en est tautologiquement de meme pour l'endofoncteur 
identique de A/b- La categorie but du morphisme de « changement de base > corres- 
pondant etant la categorie ponctuelle, ce dernier est forcement un isomorphisme. On 
en deduit que le carre de gauche est de Beck-Chevalley a droite, et par suite Q-exact. 
La condition CS lh implique alors qu'il en est de meme du carre compose, ce qui 
prouve le lemme. □ 
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4. Carres exacts homotopiques et derivateurs 

4- 1- — Prederivateur s. On rappelle qu'un prederivateur (de domaine Cat) est un 
2-foncteur (strict) B : Cat° — > CAT de la 2-categorie des petites categories vers celle 
des categories (non necessairement petites), contravariant en les 1-fleches et en les 
2-fleches. Si u : A — » B est un morphisme de Cat, le foncteur B(u) : B(i?) — > D(A) 
est note le plus souvent Up , ou meme simplement u* , quand aucune confusion n'en 
resulte. De meme, si a est une transformation naturelle dans Cat, alors B(a) est note 
att ou a*. 




D(A) a "fl 



KB) 



Un prederivateur B transforme un carre 

A' 

V = , 

B' 

de Cat en un carre 

3(B) 




B(T>) 



->©(£') 



D(A) B(A') 



de C.4T. Si © et I?' sont deux carres de Cat composables horizontalemcnt (resp. 
verticalement), alors les carres B(V) et B(D) de CAT le sont aussi, et on a les 
cgalitcs 

(4.1.1) D(X> o h V') = B(V) o h B(D) (resp. B(£> o v V') = B(D') o v B(X>) ). 

Si T> est un carre de Beck-Chevalley a gauche (resp. a droite) de Cat, il en est de 
meme, par 2-fonctorialite, du carre B(Z?) de CAT- 

^.2. — Derivateurs. On rappelle qu'un derivateur [24] est un prederivateur 
B satisfaisant les axiomes suivants. 

Deri (Normalisation.) Pour toute famille finie (Ai)i € j de petites categories le 
foncteur canoniquc 

o(iia) — > nD(^) 



est une equivalence de categories. 
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Der 2 ( Conservativite.) Pour toute petite categorie A, et toute fleche tp : X — ¥ Y de 
©(A), si pour tout objet a de A, la fleche a*(ip) : a*(X) — > a*(Y) (ou a : e — » A designe 
aussi le foncteur de la categorie ponctuelle e vers A, defini par a) est un isomorphisme 
de B(e), alors ip est un isomorphisme de H(A) (autrement dit, la famille des foncteurs 
a* : D(A) — > D(e), a e Ob A, est conservative). 

Der3g (Existence d'images directes cohomologiques .) Pour toute fleche 

u : A — )■ B de Cat, le foncteur image inverse u* : V)(B) — > D(A) admet un adjoint a 

droitc = wJJ : D(A) — > D(B), foncteur image directe cohomologique. 

Der 3d (Existence d'images directes homologiques.) Pour toute fleche 

u : A — > B de Cat, le foncteur image inverse u* : D(B) — ¥ D(A) admet un adjoint a 

gauche w, = uf : ^ D(i3), foncteur image directe homologique. 

Der4g (Calcul des fibres des images directes cohomologiques.) Pour toute 

fleche u : A — » B de Coi, et tout objet 6 de B, l'image par D du carre comma 



V s , = 

u.b 



est un carre de Beck Chevalley a gauche (autrement dit, le morphisme canonique 

— > V*3* es t un isomorphisme). 
Der4d (Calcul des fibres des images directes homologiques.) Pour toute 
fleche u : A — » B de Cat, et tout objet b de B, l'image par D du carre comma 

9 



est un carre de Beck Chevalley a droite (autrement dit, le morphisme canonique 
b*u, -f— q,k* est un isomorphisme). 

4-3. — Terminologie plus precise. Soit D un prederivatcur. On dit que 
ID) est conservatif s'il satisfait a l'axiome Der 2, on dit qu'il admet des images 
directes cohomologiques (rcsp. homologiques) s'il satisfait a l'axiome Der3g 
(resp. Der 3d). De fagon plus precise, on dit qu'un morphisme u : A — > B de 
Cat admet une image directe cohomologique (resp. homologique) pour ID si le foncteur 
u* : V)(B) —J- H)(A) admet un adjoint a droite (resp. a gauche) u„ : V)(A) — > H)(B) (resp. 
m, : B>(A) — > ©(£?)). On dit que le prederivateur ID est complet (resp. cocomplet) s'il 
satisfait aux axiomes Der3g et Der4g (rcsp. Der 3d et Der4d). Un pseudo- 
derivateur faible a gauche (rcsp. a droite) est un prederivateur conservatif et 
complet (resp. cocomplet). S'il satisfait de plus a l'axiome Deri, on dit qu'il est 
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un derivateur faible a gauche (resp. a droite). Un derivateur est done un derivateur 
faible a gauche et a droite. Un pseudo-derivateur est un pseudo-derivateur faible a 
gauche et a droite, autrement dit, un prederivateur satisfaisant a tous les axiomes 
d'un derivateur sauf Deri. La raison d'etre dc l'adjcctif «: faible » sera expliquee 
ulterieurement (|4.28l) . ou les variantes « non faibles > seront introduites. Dans cet 
article, l'axiome de normalisation Der 1 ne joue aucun role. On s'interessera done 
surtout aux pseudo-derivateurs, ainsi qu'a leurs variantes a gauche ou a droite. 

4-4- — Exemples de derivateurs. II existe de nombreux exemples de derivateurs. 

4.4.I. — Le derivateur des prefaisceaux. Soit C une categoric On definit un 
prederivateur Dc, associant a toute petite categorie A la categorie 

B C (A) = Hom(A°.C) 

des prefaisceaux sur A a valeurs dans C, a tout foncteur u : A — >• B entre petites 
categories le foncteur 

u* :B C (B) — >B C (A) , G\ — > G o u° 

et a toute transformation naturelle a : u — > v entre foncteurs de A vers B dans Cat, 
le morphisme de foncteurs a* : v* — ¥ u* , defini par 

a* G a = G(a a ) : v*(G)(a) = G(v(a)) -> G(u(a)) = u*(G)(a) , G : B° -»■ C , a e Ob A . 

Ce prederivateur satisfait toujours, sans aucune hypothese sur C, les axiomes Der 1 et 
Der 2. Si la categorie C est complete, il satisfait aussi aux axiomes Der 3g et Der 4g, 
le premier exprimant l'existence des extensions de Kan a droite, et le second leur calcul 
habituel (le foncteur p r , dans les notations de cet axiome, etant alors simplement le 
foncteur limite projective ^m ^. Dualement, si la categorie C est cocomplete, les 

axiomes Der 3d et Der 4d sont satisfaits. Ainsi, si la categorie C est a la fois complete 
et cocomplete, Dc est un derivateur. 

4-4-%- — Le derivateur associe a une categorie de modeles. Soient C une 
categorie et W une classe de fleches de C. On definit un prederivateur TS>c,w en as- 
sociant a toute petite categorie A la categorie Dc,w(A), obtenue de la categorie des 
prefaisceaux sur A a valeurs dans C en inversant formellement les morphismes de 
prefaisceaux qui sont dans W argument par argument : 

B c ,w(A) = W^BdA) = WX 1 Hom(A°,C) , 

W A = {ip G Fl Hom(A°, C) \ Va G Ob A, ip a G W} , 

les foncteurs et morphismes de foncteurs u^ c et aj c etant deduits des u^ c et a^ }c 
a l'aide de la propriete universelle de la localisation. Si la categorie C est complete 
et cocomplete, et s'il existe une structure de categorie de modeles de Quillen sur 
C |27j . avec W comme classe d' equivalences faibles, alors le prederivateur Dc,vk est 
un derivateur [2]. En fait, il suffit des conditions beaucoup plus faibles [5]- 
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4-5. — Localisateur fondamental associe a un derivateur. Soit D un 
prederivateur. On dit qu'une fleche u : A — » B de Cat est une ID- equivalence si le 
foncteur u* : D(B) — > D(A) induit un foncteur pleinement fidele sur la sous-categorie 
de H)(B) formee des objets de la forme q*{X) avec X objet de D(e), q etant le 
foncteur B — > e de B vers la categorie ponctuelle. En d'autres termes, si Ton pose 
p = qu : A — > e, 




e 



pour que la fleche u soit une D- equivalence, il faut et il suffit que pour tout couple 
d'objets X,Y de B(e), l'application 

Hom HB) (q*(X),q*(Y)) — > Ho ma{A) (p*(X),p*(Y)) , 

induite par it*, soit bijective. On en deduit que si le prederivateur D admet des images 
directes cohomologiques (resp. homologiques) , alors la fleche u est une D-equivalence 
si et seulement si le morphisme canonique de foncteurs 

Q*q* — >P*P* (resp. p,p* — > q,q* ) 

est un isomorphisme. On note Wd la partie de Fl (Cat) formee des B- equivalences. 
On demontre que si le prederivateur D est conservatif et complet (ou cocomplet), 
alors Wd est un localisateur fondamental [24]. Ainsi, on dispose alors de 

toutes les notions associees a un localisateur fondamental. On dira que la petite 
categorie A est H-aspherique si elle est Wn-aspherique, autrement dit, si le foncteur 
p* : 15(e) — > IS) (A) est pleinement fidele. De meme, on dira que la fleche u : A — > B est 
B)-aspherique, D- coaspherique, une D- equivalence universelle, D-fose, ou D-propre, si 
elle est Wn-aspherique, Wn-coaspherique, une Wo-equivalence universelle, Wa-lisse, 
ou WD-propre respectivement. Si 



.4 




est un triangle commutatif dans Cat, on dira que u est une J])- equivalence localement, 
ou colocalement, sur C si elle est respectivement une Wb- equivalence localement, ou 
colocalement, sur C. Enfin, on dira qu'un carre de Cat est D- exact (resp. D- exact 
faible) s'il est Wo-exact (resp. Wn-exact faible). 
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Exemple 4-6. — Soient C une categorie, et D = ©c le prederivateur des prefaisceaux 
a valeurs dans C (cf. 14.4.1]) . Alors on a (dans les notations des exemples ll.2.2l ct ll.2.3l) 

' Wq j si C n'est pas une categorie associee a un ensemble preordonne ; 



W D = < 



W gr , si C est une categorie associee a un ensemble preordonne non vide, 
et n'est pas equivalente a la categorie ponctuelle ; 

_ Wtr , si C est vide ou equivalente a la categorie ponctuelle. 

En effet, on observe que pour toute petite categorie A, et tout couple X et Y d'objets 
de C, 1' ensemble des morphismes du prefaisceau constant sur A de valeur X vers 
celui de valeur Y est en bijection avec l'ensemble Hom c (X, Y) n °( A \ ou ttq(A) designe 
l'ensemble des composantes connexes de la categorie A. Par definition, dire qu'une 
fleche u : A — >• B de Cat est une ©-equivalence signifie done que pour tout couple X 
et Y d'objets de C, l'application 



Hom c (X, Y) 



7T (B) 



Hom c (X,F) 



7T0(A) 



definie en precomposant avec l'application ttq(u) : tto(A) ttq(B), est bijective. S'il 
existe des objets X, Y de C tels que Hom c (X, Y) ait au moins deux elements, on verifie 
facilement que cela equivaut a la bijectivite de l'application 7To(w) elle-meme. Si pour 
tout couple X et Y d'objets de C, l'ensemble Hom c (X, Y) a au plus un element, mais 
il existe un couple pour lequel cet ensemble est vide, cela signifie simplement que les 
ensembles tto(A) et tto(B) sont tout deux vides ou tout deux non vides. 

Exemple 4-7. — Soient W un localisateur fondamental, et D = Ocat.w le pre- 
derivateur associe (cf. 14.4.2^ . On demontre qu'on a alors Wd = W [251 proposi- 
tion 3.1.10, (a)} 



4-8. — Carres satisfaisant a la propriete de changement de base. 

un prederivateur. On dit qu'un carre 



Soit 



A' 



V 



-> A 



B> .„ ) B 



de Cat satisfait a la propriete de changement de base cohomologique (resp. homolo- 
gique) pour D si le carre D(2?) (cf. 14.10 est un carre de Beck-Chevalley a gauche (resp. 
a droite) (cf. I2.16|) . autrement dit, si les morphismes u et u' (resp. v et w) admettent 
des images directes cohomologiques (resp. homologiques), et si le « morphisme de 
changement de base > 



(resp. v,u'' 



u W\ 
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est un isomorphisme. Quand aucune ambigu'ite n'en resulte, on omettra la mention 
explicite du prederivateur D. Si les morphismes u, u' admettent des images directes co- 
homologiques et v, w des images directes homologiques, alors V satisfait a la propriete 
de changement de base cohomologique si et seulement si il satisfait a la propriete de 
changement de base homologique ( cf. I2.16|) . On dira parfois dans ce cas, plus simple- 
ment, qu'il satisfait a la propriete de changement de base. On a la proposition soritale 
suivante. 

Proposition — SoitM un prederivateur. 

i) Tout carre de Beck-Chev •alley a gauche (resp. a droite) satisfait a la propriete 
de changement de base cohomologique (resp. homologique). 

ii) La classe des carres de Cat satisfaisant a la propriete de changement de base 
cohomologique (resp. homologique) est stable par composition horizontale et verticale. 

iii) Si le prederivateur H est complet (resp. cocomplet), pour toute fleche u : A -4 B 
de Cat, et tout objet b de B, le carre comma T>^ . (resp. TJ^ b ) satisfait a la propriete 
de changement de base cohomologique (resp. homologique). 

Demonstration. — La premiere assertion resulte simplement de la 2-fonctorialite 
de D, la deuxieme de la stabilite de la classe des carres de Beck-Chevalley a gauche 
(resp. a droite) par composition horizontale et verticale (cf. 13.4.31 (resp. I3.4.4P ). et la 
troisieme n'est qu'une reformulation de l'axiome Der4g (resp. Der4d). □ 

Corollaire J^.IO. — Soit D un prederivateur admettant des images directes coho- 
mologiques. Alors tout carre de Beck-Chevalley a droite satisfait a la propriete de 
changement de base cohomologique. 

Demonstration. — En vertu de l'assertion (i) de la proposition precedente, l'image 
par D d'un tel carre est un carre de Beck-Chevalley a droite, et comme par hypothese 
les foncteurs figurant dans ce carre admettent des adjoints a droite, ce carre est aussi 
un carre de Beck-Chevalley a gauche (cf. I2.16[) . ce qui prouve l'assertion. □ 

Lemme J^.ll. — SoientJ} un prederivateur conservatif etuij : Bj — ¥ B, j G J, une 
famille de fleches de Cat, de mime but B. Si Ob B = (J vjj(0b Bj), alors la famille 
des foncteurs w* est conservative. ■' eJ 

Demonstration. — Soit <p : X — > Y une fleche de 0(£?) telle que pour tout j e J, 
w*(ip) soit un isomorphisme. Pour tout objet b de B, il existe j £ J, et un objet bj de 
Bj tel que b = Wj(bj). Si on note aussi b : e — > B et bj : e — > Bj les foncteurs dermis 
par les objets b et bj respectivement, on a b*(tp) = b*w*(ip), et par suite, b*(ip) est un 
isomorphisme. Comme le prederivateur H> est conservatif, on cn deduit que ip est un 
isomorphisme. □ 
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Proposition 2^.12. — Soit D un prederivateur conservatif admettant des images di- 
rectes cohomologiques. Alors la classe des carres satisfaisant a la propriete de chan- 
gement de base cohomologique verifie la condition de descente horizontale. 

Demonstration. — Soient J un ensemble, et 



V = 




et 




j e J , 



des carres dans Cat tels que Ob B' = [j Wj(Ob Bj), et tels que pour tout element 

j de J, les carres T>j et V o h T>j satisfassent a la propriete de changement de base 
cohomologique. Notons 



et 



les morphismes de changement de base relatifs aux carres V et T>j . On verifie aussitot 
que le morphisme de changement de base relatif au carre compose T> o h T>j est defini 
(pour un choix convenable des morphismes d'adjonction) par la formule 

Or par hypothese, pour tout j G J, les morphismes c v _ et c T , ^ v . sont des isomor- 
phismes, done w* ★ c v aussi. Le lemme precedent implique alors que c v est un iso- 
morphisme. □ 

Corollaire ^.13. — Soit D un prederivateur conservatif et complet. Alors la classe 
des carres satisfaisant a la propriete de changement de base cohomologique verifie la 
condition de descente locale. 

Demonstration. — Le corollaire resulte aussitot de la proposition precedente, et de 
la proposition l4~9l (m) (cf. 13.3.1]) . □ 

Theoreme 4-14- — Soit D un prederivateur conservatif et complet. 

i) Tout carre comma satisfait a la propriete de changement de base cohomologique. 

ii) Tout carre cartesien de la forme 

-> A 




avec u precofibration ou w fibration discrete, satisfait a la propriete de changement 
de base cohomologique. 
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Demonstration. — Le theoreme resulte des lemmes 13.111 13.121 ct 13. 141 en observant 
que les hypotheses de ces lemmes sont satisfaites, grace aux propositions 14.91 («), 
(ra) et 14.121 et aux corollaires 14.101 et 14. 131 en tenant compte de l'exemple 13.4.41 □ 

Remarque 4.15. — La premiere partie du theoreme precedent implique aussitot que 
si un prederivateur conservatif et complet admet des images directes homologiques, 
alors il est forcement cocomplet. En particulier, dans la definition d'un derivateur, 
l'axiome Der4d est superflu, etant consequence des autres axiomes. Dualement, on 
peut omettre l'axiome Der 4g (mais pas les deux a la fois !). 

Proposition 4-16. — Soit D un prederivateur conservatif admettant des images di- 
rectes cohomologiques. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) D est complet; 

b) pour toute fleche u : A — » B, et tout objet b de B, le carre comma 



V 



u . b 




satisfait a la propriete de changement de base cohomologique ; 
c) pour toute fleche u : A — > B, et tout objet b de B, le carre cartesien 



^A 



A/b 



B/b > B 

satisfait a la propriete de changement de base cohomologique. 



Demonstration. — Inequivalence des conditions (a) et (6) vient d'une simple refor- 
mulation des definitions. L'implication (6) (c) resulte de la remarquc 13.151 de la 
proposition 14.91 (Hi), et du corollaire 14.131 L'implication (c) =>■ (b) est consequence 
du lemme [3~TO dont les hypotheses sont satisfaites, grace a la proposition 14.91 (m), 
et au corollaire 14. 101 □ 



Remarque 4.11. — La proposition precedente implique que dans la definition d'un 
derivateur, l'axiome Der4g peut etre remplace par la condition (c) ci-dessus, et 
dualement pour l'axiome Der 4d. 
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Proposition 4. 18. — Soient D un prederivateur conservatif et complet, et A une 
petite categorie. Considerons le carre 



V 



oil e designe la categorie ponctuelle. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) A estO-aspherique ; 

b) le carre T> est 'D-exact ; 

c) le carre T> satisfait a la propriete de changement de base cohomologique ; 

d) le morphisme d'adjonction ljv e ) - ^ P*P* est un isomorphisme. 



Demonstration. — L 'equivalence des conditions (a) et (b) est immediate (cf. 
De meme, l'equivalence des conditions (c) et (d) est tautologique, puisque le mor- 
phisme d'adjonction l D / e s — (l e )*(l e )* — ^ P*P* n 'est autre que le morphisme de chan- 
gement de base relatif au carre T>. Enfin, par definition (cf. 14. 5[) . la categorie A est 
B-aspherique si et seulement si le foncteur p* est pleinement fidele, ce qui prouve 
l'equivalence des conditions (a) et (d). □ 

Proposition J^.19. — Soient D un prederivateur conservatif et complet, et 
u : A — > _B une fleche de Cat. Considerons le carre 



V 



ou e designe la categorie ponctuelle. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) u est M-aspherique ; 

b) le carre T> esfD-exact ; 

c) le carre T> satisfait a la propriete de changement de base cohomologique ; 

d) le morphisme canonique q* — > u^p* = u^u*q* , defini par le morphisme d'adjonc- 
tion, est un isomorphisme. 

Demonstration. — L'equivalence des conditions (a) et (b) est immediate (cZ. l2.5p . De 
meme, l'equivalence des conditions (c) et (d) est tautologique, puisque le morphisme 
canonique q* ~ 9*l e ^ — > u^p* n'est autre que le morphisme de changement de base 
relatif au carre T>. Montrons l'equivalence des conditions (a) et (c). Soit b un objet 
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de B, et considerons le diagramme 

A/b ► A > e 







- 





II resulte de la proposition ^. 91 (it), (Hi), et du corollaire l4.13l que le carre V satisfait 
a la propriete de changement de base cohomologique si et seulement si pour tout objet 
b de B, le carre compose T> o h T>^ b verifie cette propriete, autrement dit en vertu de 
la proposition precedente, si et seulement si la categorie Ajb est O-aspherique, ce qui 
prouve l'assertion. □ 



Remarque 4-20. — Soit ID un prederivateur conservatif et complet. Dans les no- 
tation de la section precedente, on a montre que la classe des carres satisfaisant a 
la propriete de changement de base cohomologique pour D verifie les conditions de 
stability CSl h , CS l v , CS2 h , CS 3 h (cf. propositions [HE (ii), et et corol- 

laire 14.131) et les conditions « d'initialisation » CI lg (relativement au localisateur 
fondamental dcs ©-equivalences), CI I'd, CI 2g (c/. propositions 14. 9[ (Hi), et 14.191 et 
corollaire 14. 10[) . et done aussi, a plus forte raison, les conditions CI lo (relativement 
au localisateur fondamental des D- equivalences) et CI l'g. 



Remarque 4-21. — Dualement, si D est un prederivateur conservatif et cocomplet, 
un foncteur entre petites categories u : A — > B est B-coaspherique si et seulement si 
le carre 



V = p 

e — > e 

satisfait a la propriete de changement de base homologique, autrement dit si le mor- 
phisme canonique u,p* — > q* est un isomorphisme. Si de plus le prederivateur D admet 
aussi des images directes cohomologiques (en particulier si D est un derivateur), cela 
equivaut a demander que le morphisme transpose q r — ¥ p^u* soit un isomorphisme, 
autrement dit, que le carre T> satisfasse a la propriete de changement de base coho- 
mologique. On est ainsi conduit a poser la definition suivante. 



Definition 4-22. — Soit D un prederivateur admettant des images directes coho- 
mologiques. On dit que D satisfait le critere cohomologique pour les morphismes 
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coaspheriques si pour toute fleche O-coaspherique u : A — > B de Cat, le carre 



e > e 

satisfait a la propriete de changement de base cohomologique. 

Remarque 4-23. — On ne connait pas de prederivateur conservatif et complet ne 
satisfaisant pas ce critere. Neanmoins, il ne semble pas etre automatique si on ne 
suppose pas egalement l'existence d'images directes homologiques. 

The.ore.me 4-%4- — Soit ® un prederivateur conservatif et complet satisfaisant 
le critere cohomologique pour les morphismes coaspheriques (par exemple un 
derivateur). Alors tout carre H-exact satisfait a la propriete de changement de 
base cohomologique. 

Demonstration. — Le theoreme est consequence directe du theoreme 13.61 dont les 
hypotheses sont satisfaites grace a la proposition 14.91 (ii), au corollaire 14.131 au 
theoreme 14.141 (i), et a la definition 14.221 □ 

Remarque 4.25. — Contrairement aux foncteurs D-aspheriques, les morphismes de 
Cat qui sont des D- equivalences localement sur une petite categorie n'admettent pas 
une caracterisation en termes de carres exacts. Neanmoins, on a une generalisation 
de l'equivalence des conditions (a) et (d) de la proposition 14. 191 : 

Proposition 4-26. — Soient D un prederivateur conservatif et complet, et 



C 

un triangle commutatif de Cat. Notons p : A—^e, q : B — > e les fleches vers la 
categorie ponctuelle. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) u est une ^-equivalence localement sur C ; 

b) le morphisme canonique w^q* — > v^p* est un isomorphisme. 

Demonstration. — En vertu de l'axiome Der 2, pour que le morphisme canonique 

w^q* y w^u*u*q* ~ (wu)^(qu)* = v„p* 

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout objet c de C, la fleche 
(4.26.1) c*w^q* > c*v*p* 
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le soit. Or, en vertu de l'axiome Der4g, on a des isomorphismes canoniques 





tj*q* 



tj* 



On laisse au lecteur le soin de verifier que ces isomorphismes identifient la neche ET26.il 
au morphisme canonique t r t* — > s^s*. Comme ce dernier est un isomorphisme si et 
seulement si le foncteur Aj c — > Bj c est une ©-equivalence (cf. I4.5[) . cela prouve la 
proposition. □ 

Remarque 4-27. — Dualement, si D est un prederivateur conservatif et cocomplet, 
et 

A > B 



C 

un triangle commutatif dans Cat, et si on note toujours p : A — ¥ e et q : B — ¥ e les 
fleches vers la categorie ponctuelle, le foncteur u est une ©-equivalence colocalement 
sur C si et seulement si le morphisme canonique v,p* — > w f q* est un isomorphisme. Si 
dc plus le prederivateur D admet aussi des images directes cohomologiques (en parti- 
culier si D est un derivateur), cela equivaut a demander que le morphisme transpose 
q^w* —¥ p^v* soit un isomorphisme. On est ainsi conduit a poser la definition suivante. 

Definition 4-28. — Soit D un prederivateur admettant des images directes cohomo- 
logiques. On dit que D satisfait le critere cohomologique pour les equivalences colocales 
si pour tout triangle commutatif dans Cat 



C 

tel que u soit une O-equivalence colocalement sur C, le morphisme canonique 
q^w* — >p r v*, ou p : A— > e et q : B^e designent les fleches vers la categorie 
ponctuelle, est un isomorphisme. De fagon equivalente, cette condition signifie que 
pour tout objet X de ID(e), et tout objet Y de B(C), l'application 

Ho mo(B) (q*(X),w*(Y)) > H 0mB{A) (p*(X),v*(Y)) , 

induite par u*, est bijective. Un pseudo- derivateur a gauche est un pseudo-derivateur 
faible a gauche satisfaisant le critere cohomologique pour les equivalences colocales, 
autrement dit, un prederivateur conservatif et complet satisfaisant ce critere. Un 
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derivateur a gauche est un pseudo-derivateur a gauche satisfaisant de plus l'axiome 
de normalisation Deri, autrement dit, un derivateur faible a gauche satisfaisant le 
critere cohomologique pour les equivalences colocales. 

Remarque 4-29. — Soit D un prederivateur admettant des images directes coho- 
mologiques. Si D satisfait le critere cohomologique pour les equivalences colocales, 
il satisfait aussi, tautologiquement, le critere cohomologique pour les morphismes 
coaspheriques. L'appellation de <$c critere > pour ces deux conditions est justifiee par 
la proposition suivante. 

Proposition 4.30. — Soit D un prederivateur conservatif et complet, et 

A > B 



C 

un triangle commutatif dans Cat. Si le morphisme canonigue q^w* — » p^v* , oil 
p : A — > e et q : B — > e designent les fleches vers la categorie ponctuelle, est un 
isomorphisme, alors u est une D-eguivalence colocalement sur C . 

Demonstration. — Supposons que le morphisme canonique q*w* —¥ p^v* soit un iso- 
morphisme. En vertu du theoreme !4.14l (i), pour tout objet c de C, les carres comma 



et 



satisfont a la propriete de changement de base cohomologique. On en deduit un dia- 
grammc commutatif d'isomorphismes 





q*w 

I' 
I' 

tj* - 



I' 

I' 



On laisse au lecteur le soin de verifier que la fleche horizontale du bas n'est autre que le 
morphisme canonique. Comme elle est un isomorphisme, on en deduit que le foncteur 
C \A — > c\B est une D-equivalence (cf. 14. 5p . ce qui acheve la demonstration. □ 

Exemple 4.31. — Soient C une categorie, et D = Be le prederivateur des 
prefaisceaux a valeurs dans C (cf. I4.4.1[) . Si la categorie C est complete, alors D 
est un derivateur a gauche. En effet, comme on a deja vu que D est un derivateur 
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faible a gauche (loc. cit), il suffit de verifier que D satisfait le critere cohomologique 
des equivalences colocales. Soit done 



C 

un triangle commutatif dans Cat tel que u soit une ©-equivalence colocalement sur C, 
et notons p : A — » e, q : B — > e les foncteurs vers la categorie ponctuelle. On veut mon- 
trer que la fleche canonique q*w* — > p*v* est un isomorphisme, ou de facon equivalente 
que pour tout objet X de C, et tout prefaisceau Y sur C a valeurs dans C, l'application 

Hom B{B) (q*(X),w*(Y)) — > Hom D{A) (p*(X),v*(Y)) , <p^u*{^) , 

est bijective. On va montrer que cette application est bijective pour C une categorie 
arbitraire, sans utiliser l'hypothese qu'elle soit complete. On observe d'abord que 
dans le cas ou elle est complete et cocomplete, cela resulte des considerations de la 
remarciue l4.27l ce qui en particulier regie le cas ou C est equivalente a la categorie ponc- 
tuelle. Ensuite, on montre qu'il existe un foncteur pleinement fidele i : C — ¥ C, avec C 
categorie complete et cocomplete telle que si W designe le derivateur des prefaisceaux 
a valeurs dans C, on ait Wq> — Wo- Si C n'est pas un ensemble preordonne, on peut 
prendre pour C la categorie des prefaisceaux d'ensembles sur C, et pour i le plonge- 
ment de Yoneda, puisque alors Wo> = Wd = Wo (c/. I4.6[) . Si C est une categorie, non 
vide et non equivalente a la categorie ponctuelle, associee a un ensemble preordonne, 
alors on peut prendre pour C la categorie des prefaisceaux a valeurs dans la categorie 
{0 — > 1}, consideree comme sous-categorie pleine de celle des ensembles, formee de 
l'ensemble vide et d'un ensemble ponctuel, et pour i le foncteur induit par le plonge- 
ment de Yoneda, puisque alors WW = Wd = W gr (cf. 14. 6p . En observant alors que le 
morphisme u est aussi une ©'-equivalence colocalement sur C, et en notant pour toute 
petite categorie K, i K : KD(if) — > W(K) le foncteur pleinement fidele induit par i, on 
conclut en considerant le carre commutatif 

Hom D(B) (q* (X), w* (Y)) ► Hom D(A) (p* (X), v* (Y)) 

i i 

Hom D(B) (i B( ?*(Y),i B u;*(Y)) Hom B{A) (i A p*(X),i A v*(Y)) 

II II 

Hom 0{B) (q*i e (X),w*i c (Y)) > Hom B{A) (p*i e (X),v*i c (Y)) , 

dont les fleches verticales, ainsi que la fleche horizontale du bas, sont des bijections. 

Theoreme 4-32. — Soit D un prederivateur conservatif et complet, satisfaisant le 
critere cohomologique pour les equivalences colocales (par exemple un derivateur). 
Alors un carre de Cat satisfait a la propriete de changement de base cohomologique si 
et seulement s'il est D- exact faible. 
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Demonstration. — Soit 



.4' 



B' 



A 



un carre dans Cat, et considerons le morphisme de changement de base w*u Jf — ¥ u'^v* . 
En vertu de Der 2, pour qu'il soit un isomorphismc, il faut et il suffit que pour tout 
objet b' de B', la fleche 

(4.32.1) b'*w*u, — ► b'*u'y 

soit un isomorphisme. Or, en vertu de Der 4g, on a des isomorphismes canoniques 



A/ W {b') — A 
e > B 

w(b') 

b'*w*u^ = w(b')*u* ~ rj* 



A'/b' 



-» A' 



-> B' 



<j'*v* =<(vj')* 



idcntifiant le morphisme 14.32.11 a une flcchc 
(4.32.2) rJ * 
D'autre part, on a un carre commutatif 

A'/b' V -^A/ W (b>) 

j 



A'- 



ou v' designe le morphisme induit par v. On laisse au lecteur le soin de verifier que le 
morphisme 14.32^21 n'est autre que le morphisme canonique 

lequel, en vertu de l'hypothese que D satisfait le critere cohomologique des equi- 
valences colocales, est un isomorphisme si et seulement si v' est une ©-equivalence 
colocalement sur A. Le critere (a) de la proposition ^. 18l permet alors de conclure. □ 

Remarque 4-33. — Soit 



V = 
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un carre dans Cat tel que u et u' admettent des adjoints a droite r et r' respectivement, 
et c : vr' — ¥ rw le morphisme « de changement de base ». Pour tout prederivateur D, la 
2-fonctorialite implique que (u*,r*) et (u'*,r'*) sont des couples de foncteurs adjoints, 
de sorte que u et u' admettent des images directes cohomologiques u t ~ r* et u'^ ~ r'* 
respectivement, le morphisme de changement de base w*u lf —¥ u'^v* s'identifiant a 
c* : w*r* — » r'*v* . Si B est le derivateur des prefaisceaux d'ensembles, et si le carre V 
est Wo -exact, il resulte done du theoreme precedent (cf. exemple lTB)) que le morphisme 
c* est un isomorphisme. Le plongement de Yoneda etant un foncteur conservatif, on en 
deduit que le morphisme c est lui-meme un isomorphisme, autrement dit, que le carre 
T> est de Beck-Chevalley a gauche, ce qui fournit une nouvelle preuve de l'implication 
(c) (a) de la proposition 12. 171 Le lecteur verifiera l'absence de cercle vicieux. 



Corollaire 4-34- 



Soit 




V = 

un carre dans Cat. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

a) T> est un carre exact de Guitart, autrement dit un carre Wo-exact; 

b) le carre 

B >B' 

V = 



A- 



* A 1 



(ou pour toute petite categorie C, C designe la categorie des prefaisceaux d'en- 
sembles sur C) est un carre exact de Guitart; 
c) pour toute categorie complete ou cocomplete C, le carre 



Hom(P°,C) 



Y\om(B\C) 



Hgm{A°,C) 



-» Hom(B'°X) 



-¥ Hgm(A' ,C) 



(ou pour toute petite categorie C, Horn (C° ,C) designe la categorie des 
prefaisceaux sur C a valeurs dans C) est un carre exact de Guitart; 
d) il existe une categorie complete ou cocomplete C, qui ne soit pas un ensemble 
preordonne, et telle que Horn (2?°, C) soit un carre exact de Guitart. 
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Demonstration. — Les implications (c) =>• (b) et (6) =>■ (ti) sont tautologiques. En 
vertu des exemples 14.61 et 14.311 et des propositions 12.171 ct 12.181 les implications 
(a) =>• (c) et (d) => (a) resultent, dans le cas complet, du theoreme 14.321 Dans le 
cas cocomplet, elles se demontrent de fagon duale. □ 

Remarque 4-35. — En gardant les hypotheses et les notations du corollaire 
precedent, si C n'est pas une categorie complete ou cocomplete, il n'est pas vrai 
en general que pour un carre Wo-exact T>, le carre Hom(X' ,C) soit exact au sens 
de Guitart, et cela meme si Ton suppose que D est un carre comma. Voici un 
contre-exemple : Soient A et B deux petites categories, et considerons le carre 



A x B 



V 



A ■ 



-> e 



qui est a la fois un carre cartesien et un carre comma. Pour une categorie C, dire que 
le carre 



Hom(Z>°,C) 



C ~ Hom(e°.C) 



Horn (B°X) 



-» Hgm(A°,C) 



pr 2 



-» Hom (A° x B°,C) 



est un carre exact de Guitart, revient a demander, en vertu du critere (c) de la 
proposition 12. 3[ que pour tous prefaisceaux F sur A et G sur B, a valeurs dans C, et 
tout morphisme ip : pr*(F) — } pr%(G) de prefaisceaux sur A x 5, la categorie Cf,g,cp 
(dont les objets sont les triplets (c, /3, 7), avec c objet de C, /3 morphisme de prefai- 
sceaux de F vers le prefaisceau constant sur A, de valeur c, et 7 morphisme du pre- 
faisceau constant sur B, de valeur c, vers le prefaisceau G, tels que pr% (7)^* (/3) = 
un morphisme de (c, /3, 7) vers (c', /?', 7') etant une fleche f : c—¥ d telle que /?' = f(3 
et 7 = 7'/) est 0-connexe. Or, si ^4 = {ao,ai} et B = {bo, 61} sont des categories 
discretes a deux objets, C la categorie 



C = 



a 



a 1 



t b o 



F : A° = A —> C et G : B° = B — > C les inclusions evidentes, et ip l'unique morphisme 
de prefaisceaux sur A x B de pr*(F) vers pr^iG), alors on verifie aussitot que la 
categorie Cp,G,ip est vide, et done n'est pas 0-connexe. On en deduit que dans ce cas 
Horn (D°, C) n'est pas un carre exact de Guitart (et meme pas un carre Wg r -exact). 
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